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Περίληψη: Τα Μαθηματικά αντικείμενα και οι σχέσεις που τα διέπουν, 
βοηθούν σε κάποιες απαντήσεις φιλοσοφικού στοχασμού. Μαθηματικά 
προσομοιώµατα. διευρύνουν τα όρια του πιθανού, του απίθανου., εφικτού 
ανέφικτον, δυνατού, αθύνατου. Τα Μαθηματικά. έχουν όρια στις απαντήσεις 
τους. Όμως, εξακολουθούν να αποτελούν ένα υπερ-εργαλείο για 
ὁιαπραγµάτευση σε ερωτήµατα απὀ όλες τις Επιστήμες και ιδιαιτέρως απὀ 
την «Φιλοσοφία. Ιδιαίτερο ενδιαφέρον παρουσιάζουν τα φιλοσοφικού 
ενδιαφέροντος ερωτήματα που εμπεριέχουν το άπειρο, καθώς τα όποια 
πορίσματα που αναφέρονται σε αυτό και δεν είναι εὔκολα παραδεκτά απὀ 
την μάλλον πεπερασμένη ανθρώπινη φύση. Εκεί, έρχεται η Μαθηματική 
προσέγγιση στα ερωτήματα, για να αποτολµήσει κάποιες απαντήσεις, 
λιγότερο ή περισσότερο αποδεκτές. 


Εισαγωγή: Το που φθάνουν τα όρια των Μαθηματικών, εάν μπορούν να 
περιγράψουν την φύση. ποία η φύση των μαθηματικών αντικειμένων, είναι 
αντικείµενο ενασχόλησης της Φιλοσοφίας των Μαθηματικών, της 
Επιστηµολογίας τους όπως και των Σχολών ρευμάτων και τάσεων των 
Μαθηματικών, όπως οι Πλατωνιστές, οι Αριστοτελικοί, οἱ Λογικιστές, οἱ 
Φορμαλιστές και οι Ιντουσιονιστές. Η κατάρρευση της θεμελίωσης της 
θεωρίας συνόλων απὀ τον Φρέγκε (Ετεςς), η επαναθεµμέλιωσή τους σε άλλα 
(κατά Ζερμέλο-Φράνκελ. /2ειπιε]ο-Ε{αεηπκε]] ) αξιώματα. η αποτυχημένη 
προσπάθεια του Χίλμπερτ (ΗΗ0ετί) µέσω του φορμαλισμού να εξηγήσει όλα 
τα μαθηματικά, η διαψευσιµότητα και στα Μαθηματικά του Λάκατος 
(1 ακαίος), το σύνολο όλων των συνόλων, το παράδοξο του Ράσελ (ΕΚ ιςςεΙ), 
τα θεωρήματα µη πληρότητας του 1 κέντελ ((οἆε]) . καταρρίπτουν το όραμα 
της εξήγησης τῶν πάντων µέσω των Μαθηματικών. Ωστόσο, από την άλλη 
όχθη. υπάρχει η διαπίστωση του Φυσικού Νομπελίστα Ευγένιου Βίγκνερ ( 
Εμσοεπο Ἰλ1σπετ) για «την αὐικαιολόγητη  αποτελεσματικότητα των 


Μαθηματικών στις Φυσικές Επιστήμες [11]. [2] Σε κάθε περίπτωση κάποια 
μοντέλα ισχύουν αναλογικώς µε τις όποιες παραδοχές που µπορεί να κάνει 
κάποιος και Κάποια άλλα ισχύουν αµέσως. Παρουσιάζουµε παρακάτω 
συγκεκριμένες μαθηματικές επεξεργασίες για συγκεκριµένα ερωτήµατα που 
εὀρεύουν στον Φιλοσοφικό και Μεταφυσικό λογισμό του ανθρώπου. Η 
επιλογή τους έγινε µε κριτήριο την ιστορικότητα, το ευρύτερο πέραν των 
Μαθηματικών ενδιαφέρον, το απρόσμενο των απαντήσεων, όπου υπάρχουν 
και κυρίως ως συμβολή στην ευρύτερη διδακτική οπτική τους ως απαραίτητο 
απτό υπερ-εργαλείο για τον φιλοσοφικό στοχασμό. 


Ερώτηµα 1: Αξίζει να πιστεύει κάποιος στον Θεό ή όχι; Στην Θεωρία 
λήψης Αποφάσεων, το γινόμενο Ρ,Ο, «όπου ῥ, είναι η πιθανότητα να 
συμβεί το ενδεχόμενο Α και Ο, το όφελος όταν συμβεί το ενδεχόμενο Α, 
ονομάζεται «Αναμενόµενο Όφελοο (Μαθηματική Ελπίδα) [3] αναλόγως 
ορίζεται και το «Αναμενύμενο Κόστος». Αν δεχθούμε ότι η πιθανότητα 
ύπαρξης Θεού είναι ϱ, 20 (έστω και ελαχιστότατη) τότετο όφελος Ο, απὀ 
την υπόσχεση του Θεού προς τον άνθρωπο, είναι άπειρο. (Ατελεύτητος ζωή 
σε απόλυτη. διαρκή ευδαιμονία) καιτο αναμενόμενο όφελος από το γινόμενο 
Ρρό, εἶναι Κι αυτό άπειρο, αφού πεπερασμένο επί άπειρο κάνει άπειρο. Σε 
αντιδιαστολή, το όποιο όφελος Ο , απὀ την µη ύπαρξη Θεού, οσοδήποτε 
µεγάλο κι αν είναι . είναι πεπερασμένο σε µια πεπερασμένη ζωή και 
επομένως και το αναμενόμενο όποιο όφελος (1-- 5/)Ο από την µη ύπαρξη 
Θεού. είναι πεπερασμένο και σε σχέση µε το άπειρο, είναι μηδέν. Επομένως 
τα Μαθηματικά υποδεικνύουν αποδοχή της ύπαρξης Θεού, µέσω απειρίας 
οφέλους. Αυτό πραγματικά δεν ισχύει για κάποιον που πιστεύει ότι ϱ,--0. 


Στην παγκόσμια βιβλιογραφία αυτό το αποτέλεσµα είναι πιο γνωστό ως «Το 
στοίχηµα του Πασκάλ» [13 και είναι αντικείµενο διαμάχης μεταξύ ένθεων 
και αθέων. Ενδεικτικό είναι, ότι η («οοβ]ᾳε, στην ακριβή αναζήτηση φράσης 
στοίχημα του Πασκάλ’ δίνει 1.570 αποτελέσµατα, µόνο στα Ελληνικά. 
(Σεπτέμβριος 2015) 


Ερώτηµα 2: Το άπειρο χῶὠρά ολόκληρο στο πεπερασμένο; ΗἩ πρώτη 
γρήγορη διαισθητική απάντηση είναι «προφανώς όχυ όµως στα μαθηματικά 
έχουµε απεικονίσεις Ι-Ι και επί μεταξύ των συνόλων 
(α.θ)και (-οο,-οοΞΞ] . Μια απὀ τις άπειρες είναι η πασίγνωστη 
π 


συνάρτηση {(-- . 


. - . -(--ο,--οο): Γ(α)Ξ εφχ και βέβαια άπειρες άλλες. 


Μια ενδιαφέρουσα απεικόνιση Ι-!Ι και επί ενός ανοικτού διαστήματος (α.β) 


σε µια ευθεία (-οο,-οο) φαίνεται µε µια γεωμετρική της αναπαράσταση στο 
σχήμα 1: 





λ 


Σχήµα 1: Το χ κινείται ανάµεσα στο α και 6. Είναιτο ευὺ. τµήµα αθ //{ε) Η προθολή του στο ημικύκλιο, ορίζει 
σηµείο, το οποίο µια ακτίνα το προθάλει στην ευδεία (Εε), µε εκὀνα του το [Χ). Με αυτή την απεικόνιση, καδώς 
το χπλησιάζειτοα, το Πχ) απεικονίζεται οσοδήποτε µακριά. Όταν το χταυτιστείµετοα, ἔχω παραλληλία, ὄχι 
τοµή, ρα ὀόχι εικόνα, ἆρα έχω απεικόνιση ανοικτού διαστήµατος. Ο αναγνώστης µπορεί να θρει και τον τύπο 
αυτής της απεικόνισης µε ὁμοια τρίγωνα και λίγη αναλυτική Γεωμετρία και στην περίπτωση όπου η (ε) 
εφάπτεται στο ημικύκλιο να θρει την ειδική περίπτωση µε την εφαπτομένη. 


Στην περίπωση τῆς απεικόνισης Γ.: (--ο,-οο)--»(α. ϱ) µε 
(41) - τοξεῴχ. υλοποιείται σε επίπεδο ανάλογης Μαθηματικής 
προσομοίωσης το μεταφυσικό «Χαϊῖρε Θεοῦ ἀχωρήτου χώρα» (Ι’ στάσις, 193 
οἴκος Χαιρετισμών τής Παναγίας Στην αντίστροφη απεικόνιση {: 
(α. ϱ) -»(--οο, Ίνοο) ὑὉλοποιείται το ανάλογο Μαθηματικό προσομοίῶωµα της 
Παλαιάς Διαθήκης «ἐγώ εἶπα : ὑμεῖς θεοί ἐστέ καί υἱοί Ὑψίστου πάντες» 
(Ψαλμοί {αυίὸ Ψαλμός δ1, 1,5.) το οποίο απόσπασμα χρησιμοποιεί ο ίδιος ο Πησούς 
προς τους Φαρισαίους που τον κατηγορούν ότι ισχυρίζεται ότι είναι Θεός: 
«ἀπεκρίθη αὐτοῖς ὁ Ἰησοῦς: οὐκ ἔστι γεγραμµένον ἐν τῷ νόμῳ ὑμῶν, ἐγὼ εἶπα, 
θεοί ἐστε; εἰ ἐκείνους εἶπε θεούς, πρὸς οὓς ὁ λόγος τοῦ Θεοῦ ἐγένετο͵ καὶ οὐ 
ὀύναται λυθῆναι ἡ γραφή» (Ιω. 10,34-35) Συμπερασματικά. το άπειρο χωρά 
ολόκληρο στο πεπερασμένο, ενώ και το πεπερασμένο ουσιαστικά είναι εν 
ὀυνάμει άπειρο. Αυτό ισχύει στα Μαθηματικά. Δεύτερο συμπέρασμα, ότι 
«/Πθανόν, αναλογικῶς, να Ισχύει και αλλού.» 


Ερώτηµα 3. Ὑπάρχουν άπειρα αντικείμενα που είναι πεπερασμένα; Το 
πιο προσιτό, ὡς έννοια, «άπειρο - πεπερασμένο) είναι το ανοικτό σύνολο 
(α,β). το οποίο δεν έχει αρχή ούτε τέλος . όμως έχει μήκος πεπερασμένο, 


σύμφωνα µε την κοινή µετρική |. Δεν είναι δηλ. το μοντέλο της ευθείας που 
είναι ένα άπειρο μαθηματικό αντικείµενο, αλλά και το ανοικτό ευθύγραμμα 
τµήµα. Ο όρος «άπειρον» εννοεί το «μή έχον πέρας» και καλώς περιγράφει 
και τα ανοικτά σύνολα γενικώς. Φυσικά έχουµε και άλλα αντικείµενα µε 
ενδιαφέρουσες μαθηματικές ιδιότητες, που είναι αρκετά πέραν της Φυσικής 
εμπειρίας παρ΄ότι όλα τα μαθηματικά αντικείµενα είναι ιδεατά προϊόντα 
γενίκευσης και αφαίρεσης. Έχουμε λοιπόν την νιφάδα του Κοχ (Κοςῇ) που 
έχει πεπερασμένο εμβαδόν, άπειρη περίμετρο, το μήκος της καμπύλης 
ανάµεσα σε οποιαδήποτε δύο σηµεία της είναι άπειρο, έχει διάσταση 


σὲ νεο ἓνν 


Σχήµα 2 Η νιφάδα του Κοεῇ σχηματίζεται από ένα αρχικό ισόπλευρο τρίγωνο, όπου σε κάθε πλευρά του 
αφαιρείται το μεσαίο Ι/3 και προστίθενται άλλες ὁύο ισομήκεις πλευρές ισοπλεύρου και αυτό επ άπειρον. 


ανάµεσα στο 1 και στο 2, είναι δηλαδή μορφοκλασματικό αντικείµενο. 





Σχήµα 9: ιαδοχικά βήματα κατασκευής τριγώνου Φἱδ6ΥΡΙΠΦΛΥ: Από το αρχικό μαύρο τρίὠνο «πετάμε» 
το κεντρικό 1/4, μένουν τρία ἄλλα μαύρα και συνεχίζουμε το ἰὸιο σε Κάθε ένα που απομένει επ άπειρον 





Το τρίγῶνο του ῥΖαϊρπίνσκι 


(ΡιεΓρίηςΚι) όπου έχει εμβαδόν --- --ᾱ παπα πππασπαι 

δέ λλό / / / / α μα α μα κα κα κα μα 

μηοσν, αλλα τα σπι μερουςτριώνα κ.ε ε. ε. ε. κε. ε.α. ε. 

ς { { ΠΠ ΠΗ ΠΕ ΠΠ ΙΙΙ ΠΠ 1 

ο. ο. κκ. 1ο χαλί άά Πῃή η μή ΓΗ π.Π πΙ ΗΗ ηΗ 
Ζαϊρπίνσκι κι αυτό µε μηδενικό 

εμβαδόν και αποιρἹ] Σχήµα 4 Η κατασκευή του Συνόλου του Κάντορ, ξεκινά απὀ ένα 


περίµετρο και ὁδιάσταση ευδύγραμμο τµήµα -διάστηµα. Το χωρίζουµε σε 3 ίσα τµήµατα Και 
ανάμεσα στο 1 και το 2 αφαιρούμε το μεσαίο. στα δύο εναποµένοντα, εφαρμόζουμε τον ἰἴδιο 


. . κανόνα κ.ο.κ. επ άπειρον. 
Επίσης και το σύνολο του 


Κάντορ (Οαπίοτ), µε μηδενικό μήκος, διάσταση ανάµεσα σε 0 και 1 και 
υπεραριθµήσιμο πλήθος στοιχείων. δηλ. περισσότερα στοιχεία απὀ το πλήθος των 


στοιχείων του ( και ίσα µε το πλήθος των στοιχείων του Ἰξ΄ . όλα µε ιδιότητες 


που μάλλον «μεταφυσικέο) θα χαρακτήριζε κάποιος µη μαθηματικός. Συνύπαρξη 
απείρου µε πεπερασμένο και διαστάσεις ανάµεσα στις ακέραιες. 


Βεβαίως, έχουμε και πιο καθημερινά 
μαθηματικά αντικείμενα όπως η γεωμετρική 
σειρά 





τι 1 

Ιλ... η οποία παριστάνει άπειρο στο 
... 

κ-] ο ο ο υ--.--ύυ-- 


πλήθος άθροισμα πεπερασμένων θετικών .. κ .., 


αριθμών µε πεπερασμένο αποτέλεσµα. το 1. µ. - 
Με αντίστροφη οπτική, το διάστηµα [0. 1], μη. " 
µπορεί να τµηθεί σε άπειρα το πλήθος Μ΄ ἩΗ Ην 
ευθύγραμμα τµήµατα. Είναι ουσιαστικά η ὃ-...... 
«κοινή απάντηση» στα πιο γνωστά παράδοξα του Ζήνωνα [5] όπου το άθροισµα 
άπειρων χρονικών διαστη μάτων ὀΐνει ςσ χήµα 5: Και το χαλί του Ζαϊρπίνσκι ακολουδεί 
πεπερασμένο αποτέλεσµα και όχι άπειρο την ἴδια κατασκευαστική λογική µε το 


όπως υποβάλλει η κοινή διαίσθηση του Ομώνυμο τριγωνὸ του. Απὸ ενα μαύρο 
τετράγωνο που χωρίζεται σε 9 ἶσα τετράγωνα, 


ανθρώπου. Και βεβαίως σδ διαισθητική αφαιρούμετο µεσαίο 1/9. Στα εναπομείναντα 
αντίθεση με το αποτέλεσµα 


0Ο 


ι ο σι ο οι Ὁ ο”. 
πα συ ας ασ ο ασ 


ἵἳ α Ἡ 
Πο α οαττ π- 





Ὁ ο ο Ἡ ο ΕΕ η .. 


--Ξαοο, όπου η έναρξη του κ, γίνεται απὀ έναν αριθµό που ὃεν µπορεί 
:000.000.000 


κΞΙ0 

κάποιος να διανοηθεί, δεδομένου ότι τα στοιχειώδη σωματίδια που χωράνε στο 
σύμπαν είναι τῆς τάξης μόλις του 1059.[6] Συμπερασματικά, όλα τα παραπάνω 
μαθηματικά αντικείμενα επεκτείνουν την φαντασία για όντα σε ενδιάµεσες των 
ακεραίων διαστάσεις κτλ. πέραν των διαστάσεων άνω του 2. Ἱστορικά. 
Επιστηµολογικά και Επιστημονικά, ουδείς µπορεί να αποκλείσει µε βεβαιότητα και 
εκ των προτέρων την πιθανότητα να υπάρχοὺν κι όλας. 


Ερώτηµα 4: Εφ΄ όσον ο Θεός είναι παντοδύναµος, µπορεί να φτιάξει µια πέτρα 
που να µην µπορεί να την σηκώσει; Αυτό το ερώτημα δεν είναι φιλοσοφικού 
τύπου, αλλά µόνο λογικού. Η μαθηματική δοµή του ερωτήματος είναι η εξής: 
Έχουμε την λογική πρόταση ῥΡ :«Ο Θεός είναι παντοδύναμος», και την πρόταση 
4 : «Ο Θεός µπορεί να κατασκευάσει πέτρα που να µην µπορεί να την σηκώσευ) 
(από την οποία προκύπτει αµέσως ᾳΞ» Ρ ) Τότεη πρόταση (Ρλοα)λί(αᾳ-- Ρ) 
συνιστά αντίφαση. όπως µπορεί να επαληθεύσει µε έναν πίνακα αληθείας ο 
αναγνώστης ἤή εκτελώντας τις πράξεις µε τους λογικούς τύπους: 
(ϱλοα)λλ(ᾳ-»/)ξ(Ρλα)λ(ίΛλ/)Ξννλὶ αντίφαστῃ. Επομένως το 
ερώτηµα αντιστρατεύεται την Λογική Αρχή της «μη αντίφασηςο) Άρα, δεν γίνεται 


δεκτό καν ως ερώτημα. Το αξιοπερίεργο µε αυτό το λίαν διαδεδομένο ερώτηµα από 
πολλές δεκαετίες, εἶναι η σοβαρή ακόµα αντιμετώπισή του ως διερευνητέου 
ερωτήματος μεταξύ «ενθέων και αθέων» όπου εμφανίζεται ὡς ανοικτό ερώτημα ἡή 
απαντηµένο λανθασμένα ή ὡς ερώτηµα ψυχαγωγικού τύπου. όµως χωρίς εξήγηση. 
Ο αναγνώστης αν βάλλει στην «οοβιε τέσσερις λέξεις κλειδιά «Θεός, 
παντοδύναμος, πέτρα, σηκώσευ βρίσκει πάνω απὀ 6.700 διαπραγματεύσεις του 
ερωτήματος (αναζήτηση στις 21/08/2015) κατά κανόνα λιγότερο ή περισσότερο 
µακριά απὀ τον πυρήνα του ερωτήµατος που αποδείξαµε ως αντιφατικό. 


Ερώτηµα 5: Είναι δυνατόν ένα εφικτό και απολύτως δυνατό ενδεχόμενο να έχει 
πιθανότητα πραγματοποίησης 0: Μια γρήγορη απάντηση είναι ότι «ΊΧαι, είναι 
εφικτό ένα δυνατό ενδεχόμενο Α να έχει πιθανότητα Ρ(Α)Ξ0. εάν το ενδεχόμενο Α 
ὃεν συμπεριλαμβάνεται στο σύνολο των ενδεχοµένων ενός συγκεκριμένου 
πειράµατος τύχης» Για παράδειγµα δίνουμε το ενδεχόμενο Α: «Το ζάρι δείχνει 7» 
που είναι αδύνατο ενδεχόμενο σε ένα κανονικό ζάρι, αλλά όχι και αδύνατο 
πραγματικά. εάν φτιάξουμε ζάρι µε µια του ένδειξη σε πλευρά το 7. Το ερώτημα 
γίνεται λίαν ενδιαφέρον και εκφεύγει του τετριµµένου. εάν το Α. περιλαμβάνεται 
στον δειγµατικόὀ χώρο του πειράµατος τύχης. Και η απάντηση είναι «αι, είναι 
ὀυνατόν και σε αυτή την περίπτωση» Δίνουμε συγκεκριµένα παραδείγματα: 


Α) Φανταζόµαστε έναν άπειρο σάκο, εντός του οποίου θέτουµε άπειρα αριθμήσιµα 
διακριτά αντίγραφα του συνόλου όλων των ρητών και των αλγεβρικών αρρήτων. 
(Φ.Α . Λέγοντας «διακριτά αντίγραφα» ας φανταστούμε τα ίδια µεν στοιχεία, 
αλλά σε άλλη απόχρωση χρώματος, απὀ άπειρες διακριτές αποχρώσεις, έτσι ώστε 
να διαφοροποιούνται τα στοιχεία (Ένα µην θεωρούνται ίδια) και ως προς την 


απόχρωση. Δηλ. Το σύνολο ἃᾱ- (Ώ, ΑΙ) Επίσης εισάγουµε εντός του ιδίου 


σάκου τους αρρήτους υπερβατικούς που υπάρχουν στο σύνολο Β--(θ., 1019909092) 
που είναι ένα απειροελάχιστου μήκους διάστηµα. Η πιθανότητα λοιπόν να εξαχθεί 
απ΄ αυτή την κάλπη ρητός είτε άρρητος αλγεβρικός είναι σύμφωνα µε την Θεωρία 


κ 
Μέτρου, Ρ(Χ)ὶ- ο κε. ες 0 Το αποτέλεσµα 


µ(υπερβατικοί στο Β) 101 
είναι απόρροια των παρακάτω προτάσεων της Θεωρίας μέτρου: (1) «Το µέτρο κάθε 
απείρου. αλλά αριθμήσιµου συνόλου. είναι μηδέν» (1)«Άπειρη αριθµήσιμη ένωση 
αριθμησίμων συνόλων, δίνει αριθμήσιμο σύνολο» και επίσης (11) «Το μέτρο (εδώ 
μήκος) ενός διαστήματος δεν αλλάζει αν αφαιρέσουμε οποιοδήποτε αριθμήσιμο 
σύνολο απ΄ αυτό»(1ν) Το σύνολο των ρητών σε ένωση µετο σύνολο τῶν αλγεβρικών 
(δι) Α είναι αριθμήσιμο. Και ενώ λοιπόν είναι εφικτή η κατασκευή µε κανόνα και 
διαβήτη οποιουδήποτε ρητού εντός λ.χ. του διαστήματος (0.1) ή και αλγεβρικού 


ρητού (λ.χ. του ν2 ) η πιθανότητα τµμήσης του σε ρητό µε µια τυχαία ευθεία είναι 
0, παρ΄ ότι το ανθρώπινο πνεύμα ὃεν το δέχεται, έστω Κι αν η απειρία του 


υπεραριθµήσιμου του συνεχούς αποδεικνύεται ότι είναι «απείρως μεγαλύτερη» από 
ιά ιά δν ιά ” / 
την απειρία του αριθμησίµου. (2 δὲ, ) Την ίδια δυσκολία παρουσιάζει το 


ανθρώπινο πνεύμα στο να παραδεχθεί ότι το (0.1) δεν έχει άκρα. Ακόμα και όταν 
γνωρίζει την απόδειξη :«Ἔστω ότι το (0, 1) είχε ένα δεξί μέγιστο ἀκροτοα. Τότεα- | 


” α -ᾖ- ] ” ” ” ” Ιά 
και επίσής α «--«1Ι, ἀτοπο, διότιτο θεωρήσαμµετο α ὠςτο μέγιστο συνόλου (0, 1) 
2 


πριν το 1. Άρα το (0, 1) ὃεν έχει δεζί άκρο και ομοίως και αριστερό». Η κοινή όµως 
λογική µετα συγκεκριµένα μοντέλα µε τα οποία αντιλαμβανόμαστε τον κόσµο, άρα 
και τα µαθηµατικά αντικείμενα, αμφιβάλλει ακόµα και προ της αποδείξεως! 
Πιστεύει ότι 0.9999009.... δεν είναι ίσο µε | παρ΄ ότι μπορούν να προσκομιστούν 
διάφορες αποδείξεις και «νοιώθευ) ότιτο 0.9999... είναι το δεξί άκρο του (0.1) που 
ὃεν κάνει 1. [101.111 Την ίδια αδυναμία διαισθητικής κατανόησης έχουμε όταν 
περιοριστούµε µόνο στους ρητούς θετικούς αριθμούς και προσπαθήσουµε να 
φανταστούμε την πιθανότητα όπως από την διαίρεση δύο τυχαίων φυσικών να µην 
προκύπτει ρητός περιοδικός. Ἡ κοινή µας ἐμπειρία έχει γνωστά κλάσματα 
καθημερινής χρήσης όπως 32. 24, 5/5 που δίνουν τους δεκαδικούς τερµατιζόµενους. 
0.5. 0.75 και 0.625 αντιστοίχως, Όμως η κλάση των δεκαδικών τερματιζόµενων 


περιγράφεται απὀ το κλάσμα µε τα µ.ν φυσικούς και το κλάσμα ανάγωγο. 





μον 


Όταν εκτελεστεί η διαίρεση που υποδηλώνει Και θεωρώντας χωρίς βλάβη της 
γενικότητας τι μµ»ν., έχουµε στην ουσία τα άδηλα, µη ορατά βήματα στον 

Α. 5 Α.5 Α. 
ο ο Ὁ ο αν οι αρ 10” 
την αριθμητική δεκαδική έκφραση του ακέραιου Α.:δ΄ ᾽, χωρίζουµε από τ΄ 
αριστερά προς τα δεξιά, µ ψηφία του και βάζουμε την υποδιαστολή. Άρα η 
πιθανότητα περατούµενης διαιρέσεως, εξαρτάται µόνο από τον παρονομαστή του 
αναγώγου που περιλαμβάνει δύο µόνο πρώτους και για κάθε φυσικό εκθέτη. ενώ 
όλες οι δυνητικές περιπτώσεις είναι άπειρες, καθώς οι πρώτοι (όπως ευφυώς 
απέδειξε ο Ευκλείδης) είναι άπειροι στο πλήθος. Επομένως η πιθανότητα είναι 0 και 
μπορούμε να ισχυριστούµε, ότι «όλοι οἱ ρήτοί εἴναι δεκαδικοΙ περιοδικοί, εκτός 
απ αυτούς που έχουν περίοδο το 9», οι οποίοι -και µόνον αυτοί- μπορούν να 
παρασταθούν µε περατούµενη µορφή. (Ὑπενθυμίζουμε την διπλή αναπαράσταση 
ενός ρητού µε περίοδο το 9, λ.χ. 4,.21329 -3.2132990000...--3,.214 ) Το 
γενικότερο συμπέρασμα είναι, ότι όλα τα συστήµατα αρίθµησης, αποτυγχάνουν 
παταγωδώς όχι µόνον να παραστήσουν τους αρρήτους, αλλά καιτους ρητοῦὺς, αφού 
ένας ρητός µπορεί να έχει µια οσοδήποτε µεγάλη περίοδο η οποία µπορεί να ἀρχίζει 
από οσοδήποτε µεγάλο πλήθος ψηφίων µετά την υποδιαστολή. Τα καταφέρνουν 
ακριβώς µόνο στους «χ-αδικούς» (εδώ δεκαδικούς) ρητούς, οι οποίοι είναι οι μόνοι 
που έχουν περατούµενη παράσταση! 











αλγόριθμο της διαίρεσης: »ὀπου απ΄ 


Η πιθανότητα επιλογής αρτίου απὀ το σύνολο τῶν Φυσικών ΛΝ, είναι (διαισθητικά) 


| 
προφανώς .. Διότι αν ἄν) παριστάνει το πλήθος των ζυγών έως και το ν, τότε 


ο ο. 
ΡΞ Ίπι . 


χ-»οο γ 


ν ν-Ι 
| | 2 Ι ο 
(ν.ἀρτιος) ή ρ]ιπι-----Ξ-- (ν.περιττός) παρ οτι η 
χ--»οο ια 2 

απεικόνιση μεταξύ Φυσικών και Αρτίών που ορίζεται απότην σχέση ν «ὸ»2νΝν. είναι 
1-1 και επί, δηλ. έχουν ίσους πληθικούς αριθμούς! 
Μάλιστα, στην περίπτωση των συνόλων Τελείων τετραγώνων και «Φυσικών, 
έχουµε την απεικόνιση νς» ν΄ που κι αυτή είναι Ι-| και επί (πάντα κόντρα στην 
κοινή ανθρώπινη διαίσθηση) Από άλλη όμως οπτική, η ταυτότητα 
(ν --Τ)΄ --ν΄ -2ν--Ιμπορεί να αναγνωστεί ὡς «υπάρχει οσοδήποτε µεγάλο 
ὁιάστήμα μεταζύ δύο ὁνιαδοχικῶν τετραγώνων» δηλ., ότι «τα τέλεια τετράγωνα 


«αραιώνουν» απεριόριστα αυξανοµένων των φυσικών. Βεβαίως, αν αναζητήσουμε 
την πιθανότητα επιλογής τελείου τετραγώνου από τους φυσικούς, θα αναζητήσουμε 
[νν] 


το Ίπι Ξ-{πι---Ξθ0και επομένως η 


Υ--»οο γ Υ--»οο γ 


πλήθος τεΛλείων τετραγώνων έῶςτο ν 


πιθανότητα επιλογής τελείου τετραγώνου απὀ τους φυσικούς είναι 0. (Νέα 
«γνωστική σύγκρουση») 

Στους πρώτους έχουµε ανάλογα αποτελέσµατα: Αν Ὡς π(χ) ορίσουμε την 
συνάρτηση ως «το πλήθος τῶν πρώτων αριθµών μέχρι και τον πραγµατικό αριθµό 
Χ » , τότε αποδεικνύεται [7] ότι Γωσ ο . Ἡ ερμηνεία και εὐώ του 


χ--»οο ο. 
αποτελέσματος, είναι ότι η πιθανότητα επιλογής πρώτου από τους φυσικούς είναι 0. 
παρ΄ ότι η απεικόνιση ῥ, «»ν είναι ]-ἱ και επίτου Ν (2, η ακολουθία των 


πρώτων αριθμών) Το αποτέλεσµα γίνεται πιο κατανοητό, αν σκεφθούµε ότι 
«υπάρχουν οσοὀδήποτε μεγάλα διαστήµατα χωρίς πρώτους αριθμούς» (όπως και µετα 
τέλεια τετράγωνα προηγουμένως) Για παράδειγµα δεδοµένου ενός φυσικού ν 
οσοδήποτε μεγάλου, η πεπερασμένη ακολουθία (νΕΙ}Ι/2, 
(ν ΕΙ} /Γ3(ν ΕΙ) / 4... (νΓ1)1 Εν, (νΓ1)1ή(ν ΓΙ) είναι ακολουθία, ν διαδοχικών 
φυσικών όπου κανένας δεν είναι πρώτος, αφού όλοι είναι σύνθετοι µιας και εξάγεται 
ως κοινός παράγοντας από κάθε έναν. ο δεξιός προσθετέος. 

Συμπερασματικά: Ὑπάρχουν εφικτά ενδεχόμενα σε έναν δειγματόχωρο µε 
πιθανότητα πραγματοποίησης 0. Η αντίληψη των πεπερασμένων δειγματόχῶρων., το 
ατελές προσωπικό εννοιολογικό κτίσιμο τῶν εννοιών, µας εμποδίζει να το ὀούμε το 
αληθές. Το άπειρο ὃδεν είναι έννοια διαισθητικά αντιλαμβανόμενη και 
κατανοούµενη. Μαθηματικά αντικείμενα μοιάζουν ίσα, ενώ είναι --αν 
νεολογίσουµε- «απείρως άνισα» και αντιστρόφως. Η διαίσθηση γενικώς είναι 
κάκιστος σύμβουλος. Η ενασχόλησή µε υψιπετή και ανώτερα γενικά ερωτήµατα δεν 
µπορεί να βασίζεται στην διαίσθηση. Δεν είναι πολλάκις έτσι, αν έτσι νομίζουµε. 


Ερώτηµα 6: Μπορούσε ο Ἰόσμος µας να ήταν καλύτερος ἩΗ αυθόρμητη 
καταφατική απάντηση που δίνουν στο ερώτημα όλοι οι άνθρωποι, έρχεται σε 
απόλυτη αντίθεση µε έναν απολύτως λογικό συλλογισμό του Λάϊμπνιτς (1 ειοι(Ζ) 
γνωστό και ὡς «τρίληµµα του Λάϊμπνιτο) [5] Σύμφωνα µε αυτόν, ο κόσµοςπου έχει 
φτιάξει ο Θεός είναι ο καλύτερος δυνατός κόσμος όλων των δυνατών κόσμων που 
θα μπορούσαν ποτέ να υπάρξουν, διότι (χρήση της εις άτοπον απαγωγής) εάν 
μπορούσε να υπάρξει ένας καλύτερος κόσμος απὀ τον σημερινό, τότε ο Θεός Ως 
Παντοδύναμος θα μπορούσενατον κατασκευάσει, ὡς Πάνσοφοςθα γνώριζεπώςνα 
τον κατασκευάσει και ως Πανάγαθος θα ήθελε να τον κατά σκευάσει. Άτοπο. 
Επομένως ο Κόσμος µας είναι ο καλύτερος όλων όσων θα μπορούσαν να 
κατασκευαστούν. Βεβαίως η κατανόηση του αντιφατικού µε την κοινή λογική 
αποτελέσματος, έχει ὠςλέξης κλειδίτην ελευθερία επιλογών του ανθρώπου. η οποία 
ὃεν µπορεί να είναι µμονότιμή και µονόδροµη. άρα όχι ελεύθερη. 


Γενικότερα Συμπεράσματα. : Τα Μαθηματικά αντικείμενα µέσω αφαίρεσης και 
γενίκευσης της Φύσης, έχουν ιδιότητες που ένας µη μαθηματικός χαρακτηρίζει 
«μεταφυσικέςο» . Είναι άπειρα. είναι πεπερασμένα χωρίς όρια. περατά ὡς προς 
κάποιες ιδιότητές τους και άπειρα προς άλλες, έχουν διαστάσεις και πάνω από 3. 
κάποια έχουν διαστάσεις µη ακέραιες, κάποια άλλα είναι ίσα ενώ μοιάζουν άνισα, 
άλλα που μοιάζουν άνισα ενώ είναι ίσα, δυνατά εφικτά πραγματοποιούµενα 
κατασκευαστικά ενδεχόμενα δειγματικούὐ χώρου µε μηδέν όµως πιθανότητες 
πραγµατοποίησής τους. Η µαθηµατική λογική αποφαίνεται για προτάσεις που 
μοιάζουν σωστές ενώ ὃεν είναι και για προτάσεις που μοιάζουν λανθασμένες ενώ 
είναι σωστές. Τα ίδια τα Μαθηματικά Ως λογικό σύστημα «Το Λιγότερο αντιφατικό» 
που γνωρίζουμε, σε συνδυασμό µε την «παράλογη αποτελεσµατικότητά τους» [2] 
σε όλους τους τοµείς του επιστητού. δίνουν λαβή για γόνιμη φαντασία, εικασίες, 
υποθέσεις, θεωρίες, επαληθεύσεις, διαψεύσεις, αντιπαραδείγµατα, αποδείξεις, 
αναλογική σκέψη. νοητικά πειράµατα, μοντελοποίηση, όπου και οι εφαρμογέςτους 
στην Φυσική να μοιάζουν έντονα ως μεταφυσικές [9] πάντα όμως µέσα στα 
Επιστηµολογικά όρια τῆς «ΛΔιαψευσιμότηταο) όπου και τελικά η συμβολή των 
Μαθηματικών στον εν γένει ανθρώπινο Επιστημονικό και Φιλοσοφικό στοχασμό να 
καθίσταται πραγματικά, άκρως απαραίτητη. 


ΦΙΠΊΠΙ8ΕΥ: Μαίπεπιααςς οὈ]εοίς απά τε]αΠοηςΗΙρς (παί σονεΓΗ, Παρ 5οπια 
ΑΏδννεις οἱ ΡΠΙ]οδορηῖςσα] {ποισΗῆί. Ροπης πιαίπεπιαίίσαἰ πιοάε]ς, οχραπά {Πε 
Ῥουπάαιες Ὀείνεει Ῥο5β510ἱε, ΙπιρτοῦβΏ]θε, Ῥοδ51ο]ε απά 1προςδιδ/6. 
ΜαίΠειηαίςς, Πανο Ηπη]ί5 οἩ {ΠεΙΓ ΑΠΦΝΥΕΙ5. Βι1{ 5111 α 5αΡετ {οο! {οί ἄ1δοιβδίοη 
οη αἱ ααεςίοης οἱ 5οίεπος απά ρατΠςοι]ατ]γ ίπε ΡΠΙΙο5δοΡρἩιγ. Τποε αααςίοης 
οοποθΓηίησ {πα ΙΠΠΠΙίγ ατο οἱ ραγαοιµ]αΓ Ιπίετοςί Ὀεσαιςα, ΥΠαίενετ {ια 
Ππάιηρς εί οί 1Π 1, 15 ποί 6α511Υ αοοερίεάἀ ὈΥ ίπε Ππιίο ΠΙπ]αΠ παίµτα. Πετα 
οοἵηες {Πε ππαίπαπιαίσαἱ (πίῃ {ο ναηίαΓο 5ΟΠΙ6 ἀΑΠΑΦΝΜΘΙ5Σ Ίποίς οἱ Ίεςς 
αοοερίαΏὈ]ε. 
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